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Введение
В природе и технике широко распространены системы, в которых дисперс-
ные твердые частицы или газовые пузыри соединены прослойками (манжетами)
жидкости. Прилипая к частицам, жидкость искривляет мениск и, в зависимости
от условий смачивания, стягивает или расталкивает их. Эти капиллярные силы
существенно влияют на протекание многих технологических процессов и в зна-
чительной мере определяют качество готовой продукции (жидкофазное спекание
порошков в металлокерамике и силикатной технологии, сцепление частиц между
собой и с поверхностью изделий при нанесении защитных покрытий) [1]. Иссле-
дование зависимости удельной избыточной свободной энергии от геометрических
и энергетических характеристик такой системы с одной стороны позволит вы-
явить размерные поверхностные эффекты, с другой стороны исследовать пробле-
му устойчивости подобных материалов. Одной из проблем в этой задаче является
определение поверхности мениска.
В большинстве работ ее оценивали приближенно, не уточняя истинной конфи-
гурации мениска при различных углах смачивания и объемах манжеты. В [2–3]
1Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект №13-03-00119).
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определили геометрические параметры мениска при конденсации паров в высоко-
дисперсных системах в случае совершенного смачивания твердых частиц жидко-
стью. Авторы показали зависимость кривизны мениска от относительного давле-
ния паров жидкости. При насыщении окружающей среды парами количество кон-
денсированной жидкости в области контакта частиц оказывается наибольшим и
зависит от их формы и размеров. Мениск в этом случае соответствует поверхности
нулевой кривизны (∆𝑝 = 0) – катеноиду. Катеноид – это поверхность, полученная
вращением цепной линии вокруг ее оси (Рис. 1). Катеноид является единственной
минимальной поверхностью среди поверхностей вращения. Минимальные поверх-
ности возникли при решении следующей задачи: среди всех поверхностей, про-
ходящих через данную замкнутую пространственную линию, найти ту, которая
имеет минимальную площадь поверхности, ограниченной данной линией.
Рис. 1: Поверхность катеноида
При меньших относительных давлениях (∆𝑝 < 0) поверхность мениска пред-
ставляет собой нодоид (Рис. 2). Геометрическая теория нодоидного мениска при
неполном смачивании предложена в [4].
Мениск жидкости при ∆𝑝 > 0 представляет собой ундулоид (Рис. 3), получае-
мый вращением волнистой линии вокруг определенной оси [4].
Кроме того, имеются работы [5–8], в которых поверхность аппроксимировалась
поверхностью тора (Рис. 4) и поверхностью гиперболоида [9] (Рис. 5).
В данной работе поставлена задача нахождения параметров следующих по-
верхностей: поверхности, образованной вращением дуги окружности, катенои-
дом, параболоидом, а также поверхность, получаемую вращением функции вида
𝑦(𝑥,𝐴,𝐵) = 𝐴 + 𝐵𝑥2𝑛, а также определение объемов получаемых поверхностей.
1. Математическая модель поверхности
С целью расчета термодинамических характеристик мениска между двумя оди-
наковыми сферическими частицами радиуса 𝑅, нами была построена следующая
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Рис. 2: Поверхность нодоида
Рис. 3: Поверхность ундулоида
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Рис. 4: Поверхность тора
Рис. 5: Гиперболоид вращения
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модель: поверхность определяется вращением некоторой дуги 𝐴𝐴′, задаваемой
функцией 𝑦(𝑥, 𝑃,𝑄) (см. Рис. 6), где коэффициенты 𝑃, 𝑄 подлежат определению.
В качестве дуги 𝐴𝐴′ были рассмотрены следующие функции вида 𝑦(𝑥, 𝑃,𝑄):
∙ дуга окружности 𝑦(𝑥, 𝑦𝑐, 𝜌) = 𝑦𝑐 −
√︀
𝜌2 − 𝑥2 (роль коэффициентов 𝑃, 𝑄 иг-
рают 𝑦𝑐 и 𝜌);
∙ цепная линия 𝑦(𝑥,𝐴,𝐵) = 𝐴𝑐ℎ(𝐵𝑥) (роль коэффициентов 𝑃, 𝑄 играют 𝐴 и
𝐵);
∙ парабола 𝑦(𝑥,𝐴,𝐵) = 𝐴 + 𝐵𝑥2 (роль коэффициентов 𝑃, 𝑄 играют 𝐴 и 𝐵);
∙ функция вида 𝑦(𝑥,𝐴,𝐵) = 𝐴+𝐵𝑥2𝑛 (роль коэффициентов 𝑃, 𝑄 играют 𝐴 и
𝐵).
Параметры 𝑃, 𝑄 являются функциями радиуса частиц 𝑅, углов 𝜙, 𝜃 и рассто-
яния, задаваемого в единицах радиуса 𝜆, определяемых из соотношения 𝐿 = 𝜆𝑅,
где 𝐿 – абсолютное расстояние между частицами.
Рис. 6: К рассмотрению выбора математической модели поверхности
Уравнения для получения функций 𝑃 (𝑅,𝜙, 𝜃, 𝜆) и 𝑄(𝑅,𝜙, 𝜃, 𝜆) нужно искать из
геометрических соображений. На Рис. 6. видно, что можно получить следующую
систему уравнений: {︂
𝑦(𝑥0) = 𝑅 sin(𝜙),
𝑦′𝑥(𝑥0) = 𝑐𝑡𝑔(𝜙 + 𝜃).
(1)
Здесь первое уравнение выражает собой равенство значений ординаты дуги
𝐴𝐴′ и сферы в точке 𝑥0 – точке прикосновения профиля и поверхности сферы.
Второе уравнение выражает, что касательная к дуге 𝐴𝐴′ в точке 𝑥0 должна ид-
ти под углом 𝜋/2 − (𝜃 + 𝜙). Таким образом, решение 𝑃 (𝑅,𝜙, 𝜃, 𝜆) и 𝑄(𝑅,𝜙, 𝜃, 𝜆)
определяется уже конкретным видом функции 𝑦(𝑥, 𝑃,𝑄). Для облегчения задачи
будем считать, что угол смачивания 𝜃 = 0 (полное смачивание).
10 СДОБНЯКОВ Н.Ю., СОКОЛОВ Д.Н., КОЗЛОВА Е.М., НЕВЕРОВА Т.М., ...
Далее нам необходимо определить объем получившейся манжеты, состоящей
из двух частей. Первая часть – это объем фигуры, полученной вращением дуги
𝑦(𝑥, 𝑃,𝑄) вокруг оси 𝑥. Из математического анализа известна следующая формула
для определения объема
𝑉𝑟𝑜𝑡 = 𝜋
𝑥0∫︁
−𝑥0
𝑦2(𝑥, 𝑃,𝑄)𝑑𝑥. (2)
Вторая часть – это объем двух сегментов, вырезанного из сфер под углом 𝜙,
который нужно вычесть из выражения (2). Известно аналитическое выражение
для объема сегмента сферы:
𝑉𝑠𝑒𝑔 = 𝜋𝑅
3
(︂
2 sin2
(︁𝜙
2
)︁
− 1
3
(︀
1− cos3(𝜙))︀)︂ . (3)
Таким образом, объем манжеты запишется в следующем виде:
𝑉𝑛𝑒𝑐𝑘 = 𝜋
𝑥0∫︁
−𝑥0
𝑦2(𝑥)𝑑𝑥− 2𝜋𝑅3
(︂
2 sin2
(︁𝜙
2
)︁
− 1
3
(︀
1− cos3(𝜙))︀)︂. (4)
Далее нами предложено записать выражение для объема манжеты в виде
𝑉𝑛𝑒𝑐𝑘 = 𝜋𝑅
3𝑊 (𝜙, 𝜆), где функция 𝑊 (𝜙, 𝜆) определяется для каждой конкретной
поверхности. Ясно, что общее выражение для функции 𝑊 (𝜙, 𝜆) следующее
𝑊 (𝜙, 𝜆) =
1
𝑅3
𝑥0∫︁
−𝑥0
𝑦2(𝑥, 𝑃,𝑄)𝑑𝑥−𝑊𝑠𝑒𝑔(𝜙), (5)
где 𝑊𝑠𝑒𝑔(𝜙) = 2
(︀
2 sin2
(︀
𝜙
2
)︀− 13 cos3 (𝜙))︀ – «сегментная часть» объема.
2. Аппроксимация профиля дугой окружности
Подставим функцию 𝑦(𝑥, 𝑦𝑐, 𝜌) = 𝑦𝑐 −
√︀
𝜌2 − 𝑥2 в уравнение (1):{︃
𝑦𝑐 −
√︀
𝜌2 − 𝑥20 = 𝑅 sin(𝜙),
𝑥0√
𝜌2−𝑥20
= 𝑐𝑡𝑔(𝜙). (6)
Далее, для решения системы (6) удобно ввести следующую функцию 𝐻(𝜙, 𝜆) =
(𝜆/2− cos(𝜙)), которая просто определяет положение точки 𝑥0 = 𝐻𝑅. С учетом
этого, второе уравнение системы (6) запишется так
𝐻𝑅√︀
𝜌2 − (𝐻𝑅)2 = 𝑐𝑡𝑔(𝜙). (7)
Решая его относительно 𝜌, получаем 𝜌 = 𝑅𝐻 sec(𝜙). Подставляем его в первое
уравнение системы (6) и, решая его относительно 𝑦𝑐, получим
𝑦𝑐 = 𝑅
(︁
sin(𝜙) + 𝐻
√︀
sec2(𝜙)− 1
)︁
= 𝑅 (sin(𝜙) + 𝐻 𝑡𝑔(𝜙)) . (8)
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Окончательно решение системы уравнений (6) можно записать в следующем
виде {︂
𝑦𝑐(𝑅,𝜙, 𝜆) = 𝑅𝑌 (𝜙, 𝜆),
𝜌(𝑅,𝜙, 𝜆) = 𝑅𝐻(𝜙, 𝜆).
(9)
Здесь, для удобства, введена функция 𝑌 (𝜙, 𝜆) = sin(𝜙) + 𝐻(𝜙, 𝜆)𝑡𝑔(𝜙).
Используя формулы (4) и (5), объем манжеты определится выражением
𝑉𝑛𝑒𝑐𝑘 = 𝜋𝑅
3𝑊 (𝜙, 𝜆), где функция 𝑊 (𝜙, 𝜆) имеет вид
𝑊 (𝜙, 𝜆) = 𝑌 2𝐻 + 𝐻3
(︂
sec2(𝜙)− 1
3
)︂
−
−𝑌 𝐻2 sec2(𝜙)
(︁
𝑡𝑔(𝜙) +
(︁𝜋
2
− 𝜙
)︁
sec2(𝜙)
)︁
−𝑊𝑠𝑒𝑔(𝜙). (10)
3. Аппроксимация манжеты цепной линией
Цепная линия определяется выражением 𝑦(𝑥,𝐴,𝐵) = 𝐴𝑐ℎ(𝐵𝑥). Подставим его
в систему (1) и получим {︂
𝐴𝑐ℎ(𝐵𝑥0) = 𝑅 sin(𝜙),
𝐴𝐵𝑠ℎ(𝐵𝑥0) = 𝑐𝑡𝑔(𝜙).
(11)
Разделим второе уравнение на первое, получим следующее уравнение относи-
тельно коэффициента 𝐵
𝐵𝑡ℎ(𝐵𝑥0) =
1
𝑅
𝑐𝑡𝑔(𝜙)
sin(𝜙)
. (12)
Ясно, что полученное уравнение (12) является трансцендентным и не име-
ет строгого решения в аналитических функциях. Разделим уравнение (12) на
𝑡ℎ(𝐵𝑥0), тогда выражение (12) перейдет в следующий вид
𝐵 =
1
𝑅
𝑐𝑡𝑔(𝜙)
sin(𝜙)
𝑐𝑡ℎ(𝐵𝑥0) =
1
𝑅
𝑐𝑡𝑔(𝜙)
sin(𝜙)
𝑐𝑡ℎ(𝐵𝐻𝑅). (13)
Методом подбора для уравнения (13) было найдено следующее приближение
𝐵0 ≈ 1𝑅 𝑐𝑡𝑔(𝜙)sin(𝜙) . Для уточнения решения нами была применена схема Ньютона
решения трансцендентных уравнений. Для этого рассмотрим функцию 𝑓(𝐵) =
1
𝑅
𝑐𝑡𝑔(𝜙)
sin(𝜙) −𝐵. Тогда 𝑛–ое приближение решения уравнения (13) будет описываться
формулой
𝐵𝑛 ≈ 𝐵𝑛−1 − 𝑓(𝐵𝑛−1)
𝑓 ′(𝐵𝑛−1)
. (14)
Оставляя здесь без внимания вопрос о сходимости и оценки решения уравнения
(14), отметим, что уже первое приближение удовлетворительно решает уравнение
(13). Таким образом, функция 𝐵(𝑅,𝜙, 𝜆) определяется следующим выражением
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𝐵(𝑅,𝜙, 𝜆) =
1
𝑅
𝜉
𝐻(𝜙, 𝜆)
(︃
1 +
𝑐𝑡ℎ (𝜉)− 1
𝜉
𝑠ℎ2(𝜉) + 1
)︃
=
𝑏(𝜙, 𝜆)
𝑅
, (15)
где для удобства записи введен параметр 𝜉 = 𝐻(𝜙, 𝜆) 𝑐𝑡𝑔(𝜙)sin(𝜙) , функция 𝑏(𝜙, 𝜆) опре-
деляется формулой 𝑏(𝜙, 𝜆) = 𝜉𝐻(𝜙,𝜆)
(︂
1 + 𝑐𝑡ℎ(𝜉)−1𝜉
𝑠ℎ2(𝜉)
+1
)︂
.
Подставим 𝐵(𝑅,𝜙, 𝜆) в первое уравнение (11) и, разрешая его относительно 𝐴,
получим следующее выражение для функции 𝐴(𝑅,𝜙, 𝜆)
𝐴(𝑅,𝜙, 𝜆) =
𝑅 sin(𝜙)
𝑐ℎ(𝐵(𝑅,𝜙, 𝜆)𝑥0)
=
𝑅 sin(𝜙)
𝑐ℎ(𝑏(𝜙, 𝜆)𝐻(𝜙, 𝜆))
= 𝑎(𝜙, 𝜆)𝑅, (16)
где 𝑎(𝜙, 𝜆) = sin(𝜙)𝑐ℎ(𝑏(𝜙,𝜆)𝐻(𝜙,𝜆)) .
Вычисляя выражение (5) для катеноида, окончательно получим функцию
𝑊 (𝜙, 𝜆)
𝑊 (𝜙, 𝜆) =
𝑎2
2
(︂
2𝐻(𝜙, 𝜆) +
1
𝑏
𝑠ℎ (2𝑏𝐻(𝜙, 𝜆))
)︂
−𝑊𝑠𝑒𝑔(𝜙, 𝜆), (17)
где функции 𝑎, 𝑏 были определены выше.
4. Аппроксимация манжеты параболой
Здесь мы опустим подробные детали вычислений и сразу запишем результат
для функции 𝑦(𝑥,𝐴,𝐵) = 𝐴+𝐵𝑥2. Подставляя в (1), получим систему уравнений
относительно 𝐴 и 𝐵, разрешая которую, получим{︃
𝐴(𝜙, 𝜆) = 𝑎(𝜙, 𝜆)𝑅,
𝐵(𝜙, 𝜆) = 𝑐𝑡𝑔(𝜙)𝐻(𝜙,𝜆) ,
(18)
где функция 𝑎(𝜙, 𝜆) = sin(𝜙)− 12𝑐𝑡𝑔(𝜙)𝐻(𝜙, 𝜆).
Таким образом, используя соотношение (5), вычислим функцию 𝑊 (𝜙, 𝜆) =
2
(︀
𝑎2𝐻 + 23𝑎𝑏𝐻
3 + 15𝑏
2𝐻5
)︀−𝑊𝑠𝑒𝑔(𝜙, 𝜆).
5. Аппроксимация манжеты функцией вида 𝑦(𝑥,𝐴,𝐵) = 𝐴 + 𝐵𝑥2𝑛
Вообще говоря, общим случаем функций, которые могут аппроксимировать
манжету, являются двухпараметрические четные относительно нуля функции ви-
да 𝑦(𝑥,𝐴,𝐵) = 𝐴 + 𝐵𝑥2𝑛, где 𝑛 ∈ N. Частный случай 𝑛 = 1 был рассмотрен выше
и соответствует параболе. Подставив 𝑦(𝑥,𝐴,𝐵) = 𝐴 + 𝐵𝑥2𝑛 в (1), получим{︂
𝐴 + 𝐵𝐻2𝑛𝑅2𝑛 = 𝑅 sin(𝜙),
2𝑛𝐵𝐻2𝑛−1𝑅2𝑛−1 = 𝑐𝑡𝑔(𝜙). (19)
Из второго уравнения выражение для функции 𝐵(𝑅,𝜙, 𝜆) будет иметь вид
𝐵(𝑅,𝜙, 𝜆) =
𝑐𝑡𝑔(𝜙)
2𝑛𝐻2𝑛−1𝑅2𝑛−1
=
𝑏𝑛(𝜙, 𝜆)
𝑅2𝑛−1
, (20)
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где 𝑏𝑛(𝜙, 𝜆) =
𝑐𝑡𝑔(𝜙)
2𝑛𝐻2𝑛−1 . Подставляя выражение (20) в первое уравнение системы
(19), получим выражение для функции 𝐴(𝑅,𝜙, 𝜆)
𝐴(𝑅,𝜙, 𝜆) = 𝑅𝑎𝑛(𝜙, 𝜆), (21)
где 𝑎𝑛(𝜙, 𝜆) = sin(𝜙)− 𝑐𝑡𝑔(𝜙)2𝑛 𝐻(𝜙, 𝜆). Проинтегрировав выражение (5), получим
𝑊 (𝜙, 𝜆) = 2
(︂
𝑎2𝑛𝐻 +
2𝑎𝑛𝑏𝑛
(2𝑛 + 1)
𝐻2𝑛+1 +
𝑏2𝑛
(4𝑛 + 1)
𝐻4𝑛+1
)︂
−𝑊𝑠𝑒𝑔(𝜙, 𝜆). (22)
6. Оценка корректности математической модели
Здесь стоит отметить, что на функцию 𝑦(𝑥, 𝑃,𝑄) необходимо наложить допол-
нительное условие, следующее из физических соображений:
min
𝑥∈[−𝑥0,𝑥0]
(𝑦(𝑥, 𝑃,𝑄)) > 𝑑, (23)
где 𝑑 – диаметр атома, то есть сечение манжеты в самой узкой ее части не может
быть меньше диаметра атома.
Для всех рассмотренных выше профилей минимум функции находится в точке
𝑥 = 0 и выражение (23) принимает, для каждой модели, следующий вид:
𝑦𝑐 − 𝜌 > 𝑑 – для дуги окружности, (24)
𝐴 > 𝑑 – для остальных. (25)
Используя введенные выше соотношения, из (24) и (25) получим следующие нера-
венства
𝑌 (𝜙, 𝜆)−𝐻(𝜙, 𝜆) > 𝑑/𝑅 – для дуги окружности, (26)
𝑎(𝜙, 𝜆) > 𝑑/𝑅 – для остальных. (27)
Для случая, когда профиль – дуга окружности, решение (26) представлено
графически на Рис. 7. Анализ Рис. 7 показывает, что при увеличении 𝜆 происходит
уменьшение области на 𝜙, в которой система будет корректной. При увеличении
радиуса частиц 𝑅 происходит увеличение области на 𝜙, где система корректна.
При 𝜆 = 2 реализуется максимально возможный диапазон «корректных» 𝜙.
Рассмотрим теперь модель, когда профиль аппроксимируется параболой. Для
параболы 𝑎(𝜙, 𝜆) = sin(𝜙) − 12𝑐𝑡𝑔(𝜙)𝐻(𝜙, 𝜆) > 𝑑/𝑅 решение приведено на Рис. 8.
Здесь можно сделать выводы аналогичные для профиля «дуга окружности».
Интересным представляется случай для модели 𝑦(𝑥,𝐴,𝐵) = 𝐴+𝐵𝑥2𝑛. Для нее
𝑎(𝜙, 𝜆) = sin(𝜙)− 12𝑛𝑐𝑡𝑔(𝜙)𝐻(𝜙, 𝜆) > 𝑑/𝑅 и увеличивая параметр 𝑛 можно добиться
максимально возможного диапазона «корректных» 𝜙. На Рис. 9 показан случай,
когда при 𝑛 = 1000 функции 𝑎(𝜙, 𝜆) фактически стянулись в одну.
На Рис. 10 представлено решение неравенства (27) для цепной линии. Здесь
можно сделать выводы аналогичные для сферы и параболы, т.е. диапазон «кор-
ректных» 𝜙 уменьшается при увеличении 𝜆 и возрастает, когда увеличиваем ра-
диус частиц 𝑅.
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Рис. 7: Графическое решение неравенства (26). Красная линия – соответствует
случаю 𝜆 = 2, зеленая – 𝜆 = 3, синяя – 𝜆 = 4. Штриховая линия соответствует
𝑑/𝑅
Рис. 8: Графическое решение неравенства (27) – профиль парабола. Красная линия
– соответствует случаю 𝜆 = 2, зеленая – 𝜆 = 3, синяя – 𝜆 = 4
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Рис. 9: Графическое решение неравенства (27) – профиль 𝑦(𝑥,𝐴,𝐵) = 𝐴 +
𝐵𝑥2𝑛, 𝑛 = 1000. Красная линия – соответствует случаю 𝜆 = 2, зеленая – 𝜆 = 3,
синяя – 𝜆 = 4. Все функции стянулись в одну, реализовав при этом максимально
возможный диапазон «корректных» 𝜙
Рис. 10: Графическое решение неравенства (27) – профиль цепная линия. Красная
линия – соответствует случаю 𝜆 = 2, зеленая – 𝜆 = 3, синяя – 𝜆 = 4
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Заключение
Разработанная модель математически адекватно описывает манжету жидко-
сти между двумя твердыми сферическими частицами. Получены формулы для
нахождения параметров профилей манжеты, а так же соотношения для вычисле-
ния ее объема. Кроме того, была исследована геометрическая адекватность рас-
сматриваемой системы – то есть размеры модели не могут быть меньше размеров
атомов, составляющих ее. Во всех случаях показано, что при увеличении 𝜆 умень-
шается область 𝜙, на которых система является геометрически адекватной, а при
увеличении 𝑅 эта область растет. Максимально возможная реализация «коррект-
ных» 𝜙 возможна при 𝜆 = 2, то есть это соответствует случаю соприкосновения
двух твердых частиц. Стоит отметить, что данная математическая модель бы-
ла использована при написании программы, рассчитывающей термодинамические
свойства манжеты жидкости между двумя твердыми наночастицами [10–13]. Ак-
туальность проблемы описания формы манжеты для случая взаимодействия на-
ночастиц обусловлена чувствительностью величины расклинивающего давления
в манжете жидкости, которое позволяет установить область размеров, в которой
исследуемая система должна быть устойчива [14].
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In this paper, the mathematical model describing the liquid neck between
two solid spherical particles has been developed. The formulas for the
description of various models for the profile necks were obtained, as
well as formula for calculation neck volume. The correctness of the
mathematical model has been investigated, i.e. the matching between
geometric dimensions of the neck and the physical dimensions of the atoms.
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